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Аннотация. При распространении вихревых лазерных пучков в некой оптической среде 
возникают искажения, связанные со случайными флуктуациями этой оптической среды. 
Эти искажения могут быть описаны посредством случайного поля, сгенерированного на 
основе разложения Карунена-Лоэва, учитывающего статистические характеристики, а 
именно, корреляционную функцию случайного поля. Для нескольких видов 
корреляционных функций рассчитаны собственные функции корреляционного 
оператора и выполнен их анализ в зависимости от параметров. Выполнено исследование 
распространения сгенерированных случайных полей с использованием преобразования 
Френеля. 
1. Введение 
Одним из основных приложений световых пучков является беспроводная оптика (Free-Space 
Optics, FSO), когда оптический канал проходит через атмосферу или вакуум [1-3]. Практически 
неограниченный трафик сигнала на оптических частотах, а также безопасность оптических 
носителей информации, определяют безусловные преимущества оптических каналов от 
классических линий связи, основанных на радиоволнах. Однако атмосферные эффекты, такие 
как мерцание (scintillation), блуждание лучей (beam wander) и спектральные изменения, 
оказываемые на лазерные световые пучки, оказались настолько серьезными, что это 
существенно повлияло на технические характеристики оптических коммуникационных систем 
и ограничило область их применения [5-6]. Поэтому множество усилий направлено на поиск 
возможностей преодоления негативного влияния турбулентности среды. На сегодняшний день 
предлагаются несколько способов: использование частично когерентных пучков [7], лазерных 
пучков со специальной пространственной структурой (вихревые, бездифракционные, моды 
высших порядков) [8-14], векторных пучков с неоднородной поляризацией [15, 16], а также 
одновременно нескольких пучков (массивов пучков) или сложных (многокольцевых) пучков 
[17-19]. 
Нужно отметить, что экспериментальных работ по этой тематике значительно меньше, чем 
численных исследований, что оправдано определенными сложностями осуществления 
экспериментов. Более того, часто экспериментальные исследования проводятся в лабораторных 
условиях с применением имитаторов турбулентности, таких как диффузоры и рассеивающие 
экраны [20, 21], а также камеры генерации горячего воздуха [22], парогенераторы [10], 
аквариумы со взвесями [12].  
Численное моделирование обеспечивает менее затратные, но при этом достаточно гибкие и 
разнообразные подходы для исследования распространения лазерных пучков в атмосферно-
Секция: Компьютерная оптика и нанофотоника 
Формирование случайных полей с использованием разложения Карунена-Лоэва 
VI Международная конференция и молодёжная школа «Информационные технологии и нанотехнологии» (ИТНТ-2020) 721 
турбулентной среде, а также развития методов преодоления или уменьшения деградации 
оптического сигнала, вызванного турбулентностью и другими флуктуациями показателя 
преломления оптической среды. 
При анализе и компенсации атмосферных искажений используется разложение Карунена-
Лоэва [23-25], обеспечивающее некоррелированность коэффициентов разложения. При этом 
оптимальные свойства функций Карунена-Лоэва очень близки к свойствам вытянутых 
сфероидальных волновых функций [26, 27]. Оба типа функций не являются аналитическими, 
поэтому требуют решения задачи на собственные значения [28, 29]. 
В данной работе рассмотрено формирование случайных полей с использованием 
разложения Карунена-Лоэва для моделирования прохождения лазерных пучков через 
оптические среды со случайными флуктуациями, имеющими заданные статистические 
характеристики, в частности, корреляционную функцию. Для нескольких видов 
корреляционных функций рассчитаны собственные функции корреляционного оператора и 
выполнен их анализ в зависимости от параметров.  
2. Теоретические основы 
Течения жидкостей и газов, наблюдаемые в природных условиях и технических устройствах, 
делятся на два типа: ламинарные (спокойные, плавные, регулярные) и турбулентные (хаотично 
изменяющиеся во времени и в пространстве) [30]. Для анализа случайных атмосферных 
искажений используется разложение Карунена-Лоэва [23-25]. 
Обозначим интегральный оператор K на пространстве      :       , где        . 
Учтем, что ядро K (x,y) определяет оператор G, как: 
                                                                                  
 
 
Такой оператор G называется оператором Гильберта-Шмидта. Также стоит отметить, что 
т.к. данный оператор однозначно можно определить по формуле (1), то он является 
компактным [23].  
Пусть        – непрерывный в среднеквадратичном случайный процесс, где        
  . Перепишем формулу (1) для               , где           автокорреляционная 
функция случайного процесса                      : 
                                                                                      
 
 
Если                , тогда оператор   – компактен, положительный и самосопряженный 
[31]. Исходя из того, что это верно для (2), то мы можем использовать спектральную теорему 
для компактных самосопряженных операторов для того, чтобы определить, что   имеет набор 
собственных векторов {  } на пространстве  
     и действительных собственных чисел {  } 
[32]: 
        . 
Более того можно сделать вывод, что т.к. G – положительный оператор в гильбертовом 
пространстве, то собственные числа    не отрицательный (и имеют единственную возможную 
предельную точку в нуле). Теперь предполагается, что стохастический процесс X является 
квадратично интегрируемым на    , и, соответственно, можно использовать базис {  } на 
      следующим образом: 
        
 
                       
 
                                                       
где данное неравенство имеет исключительно среднеквадратичный смысл, ряд сходится в 
пространстве         и     [33]. 
Также стоит отметить, что коэффициенты    имеют ряд свойств, таких как       
                ; D[  ]=   . 
Теорема Карунена-Лоэва: пусть         - это непрерывный в среднеквадратичном 
случайны процесс, где         ), тогда существует базис {  } в 
                                  выполняется [34]: 
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где коэффициенты    можно найти как                      и удовлетворяет свойствам: 
                      ;  D[  ]=   . 
Предположим, что      для некоторого    тогда рассмотрим коэффициент 
соответствующий коэффициент    для (3). Используя теорему Карунена-Лоэва, можно сказать, 
что M[       D[  ]     , соответственно, также     . Отсюда делаем вывод, что   , 
который соответствует нулевому собственному числу, поэтому в разложении Карунена-Лоэва 
для квадратично интегрируемых, центрированных и непрерывных в среднеквадратичном 
стохастических процессов могут использоваться только те    , которым соответствуют 
положительные собственные числа   . C учетом этого можно нормализовать    и определить их 
через    
 
   
  , что приводит формулу (4) в более часто используемый вид [35]: 
                    
 
   
                                                                  
где    - взаимно некоррелированные центрированные случайные величины с единичной 
дисперсией. Также отметим, что при разложении гауссовского процесса по средством функции 
Карунена-Лоэва    также являются нормальными случайными независимыми величинами. Это 
является крайне полезным свойством, т.к. представление гауссовского процесса в виде (5) 
почти всегда сходится [36]. 
Для формирования же случайных полей используется разложение Карунена-Лоэва, которое 
имеет следующий вид [37]: 
                                                                                       
 
   
 
3. Расчет функций Карунена-Лоэва и формирование случайных полей 
Применим метод формирования случайного поля (6) на основе функций Карунена-Лоэва, 
являющихся собственными для корреляционного оператора (2). В качестве примера 
рассмотрим три вида автокорреляционных функций: 
   -                 
      
 
  (Гауссова),                                (7) 
   -                  
     
 
  (экспоненциальная),            (8) 
   -                     
                                                      (9) 
Вид автокорреляционных функций (7) - (9) показан на рис. 1. 
 
Рисунок 1. Автокорреляционные функции вида: (7) при                  (а), (8) при 
                 (б),  (9) при  s,t[0; 10] (в). 
 
Для формирования случайных полей (6) с помощью разложения Карунена-Лоэва 
необходимо вычислить собственные функции корреляционных операторов с 
соответствующими автокорреляционными функциями (7) - (9).  
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Стоит отметить, что после некоторой собственной функции       последуют функции со 
значительно меньшим значением собственных чисел   , использование которых приведет к 
некорректным результатам формирования случайного поля. Пригодные для использования 
собственные функции визуально выглядят более плавными и гладкими. На рисунке 2 
изображен массив собственных функций, в котором близко к правой границе видны 
удовлетворяющие нас собственные функции, из которого видно, что лишь малая часть 
собственных функций может быть использована для дальнейшего разложения Карунена-Лоэва. 
 
Рисунок 2. Массив собственных функций        функции          . 
 
На рисунках 3 и 4 продемонстрированы несколько первых собственных функций       и 
собственных значений    для           (рисунки 3а и 4а),           (рисунки 3б и 4б), 
          (рисунки 3в и 4в): 
 
Рисунок 3. Первые собственные функции        функций а)          , б)         , (в)         . 
 
Рисунок 4. Собственные числа    функций (а)            (а)            (а)            
 
Как видно из рис. 3а,б, собственные функции для гауссовой и экспоненциальной 
автокорреляционной функций очень похожи и близки к тригонометрическому базису [38]. Это 
определяется схожестью порождающих функций. Для третьего вида автокорреляционной 
функций ситуация несколько иная, а собственные функции напоминают базис функций 
Цернике [39, 40], которые имеют простое аналитическое выражение и широко используются 
для представления классических аберраций [41-43]. 
4. Моделирование распространения случайного поля в свободном пространстве 
Используя (6) сгенерируем случайные поля от         ,         ,         , изображенные на 
рисунка 5а, 6а и 7а соответственно. Отдельные реализации случайных полей показаны  на 
рисунках 5а, 6а и 7а.  
Распространение светового поля в свободном пространстве можно описать на основе 
преобразования Френеля, которое в одномерном случае имеет следующий вид [44]: 
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где      – входное зашумленное поле во входной плоскости при    ,         – поле на 
расстоянии z от входной плоскости,    
  
 
     – длина волны. 
Результат моделирования для случайных сигналов       ,      ,       показан на рисунках 5б, 
6б, 7б, соответственно. 
 
,  
Рисунок 5. (а) Случайное       поле полученное на основе           при    , и (б) 
результат преобразования Френеля для него при             
  
 






Рисунок 6. (а) Случайное       поле полученное на основе           при    , и (б) 
результат преобразования Френеля для него при             
  
 
          . 
 
Рисунок 7. (а) Случайное       поле полученное на основе           при    , и (б) 
результат преобразования Френеля для него при             
  
 
          . 
 
Отдельно стоит отметить, что низкочастотные составляющие пучков, представляющие 
собой крупные детали на рисунках 5а, 6а, 7а распространяются с помощью преобразования 
Френеля без особых изменений в размерах (рисунки 5б, 6б, 7б), примерно сохраняя 
изначальный вид. В то же время мелкие детали наоборот искажаются, иногда довольно 
значительно. 
5. Заключение 
В данной работе были рассмотрены теорема Карунена-Лоэва и метод формирования 
случайного поля через разложение Карунена-Лоэва. Для нескольких видов корреляционных 
функций рассчитаны собственные функции корреляционного оператора и выполнен их анализ 
в зависимости от параметров. Показано, что собственные функции для гауссовой и 
экспоненциальной автокорреляционной функций очень похожи между собой и близки к 
тригонометрическому базису. Для третьего вида автокорреляционной функций ситуация 
несколько иная, а собственные функции напоминают базис функций Цернике. 
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С использованием рассчитанных собственных функций сформированы случайные поля, 
характеризующиеся соответствующими корреляционными функциями. Моделирование 
распространения этих полей в свободном пространстве с использованием преобразования 
Френеля показало, что у сформированных полей просматривается тенденция к сохранению 
крупных деталей, с изменением масштаба, но с малыми искажениями, мелкие же детали 
искажаются сильнее. 
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Abstract. During the propagation of vortex laser beams in a certain optical medium, 
distortions arise due to random fluctuations of this optical medium. These distortions can be 
described by means of a random field generated on the basis of the Karhunen-Loeve 
decomposition, taking into account statistical characteristics, namely, the correlation function 
of a random field. For several types of correlation functions, the eigenfunctions of the 
correlation operator are calculated and their analysis is performed depending on the 
parameters. Research of the propagation of generated random fields using the Fresnel 
transform was conducted. 
